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RESUMEN / ABSTRACT

En este trabajo se propone una mo-
dificación de la distancia de Cook,
basándose en la distancia de
Mahalanobis generalizada, en el con-
texto del modelo de regresión lineal
multivariado con distribución nor-
mal. Se establece además, la distribu-
ción exacta del estadístico basado en
esta distancia de Mahalanobis gene-
ralizada, la cual proporciona puntos
críticos para identificar “outliers” en
un conjunto de datos. Este procedi-
miento, se ilustra con un ejemplo, en
el caso de la regresión lineal múltiple
multivariada.
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INTRODUCCIÓN

El problema de la identificación de “outliers” o puntos influ-
yentes (puntos atípicos), en el caso de la regresión lineal
univariada o multivariada y bajo el supuesto de que los

errores se distribuyen normales, ha sido estudiado por varios auto-
res, tales como Cook, 1977; Besley et al., 1980; Cook y Weisberg,
1982; Chatterjee y Hadi, 1988, sólo por mencionar algunos.
Muchos de estos resultados han sido extendidos al caso de las
distribuciones de contorno elíptico, ver por ejemplo Galea et al.,
1997, Liu, 2000 y Díaz-García et al., 2001, entre otros.  En todos
estos trabajos, la idea es utilizar la distancia de Cook como una
medida de diagnóstico, para identificar observaciones influyentes,
individualmente o en conjunto. Sin embargo, cuando se usa este
criterio, se cuenta solamente con puntos críticos, los cuales son
proporcionados por una aproximación a la distribución F centra-
da, tal como lo propuso Cook, 1977. En este trabajo, el propósito
es realizar una modificación a esta distancia y derivar su distribu-
ción exacta, a partir de la cual se establece una regla de decisión
exacta, ver Martínez Jaime (2001).

Suponiendo que pn×ℜ∈Y  tiene una distribución normal con
media pn×ℜ∈�  y matriz de covarianzas npnp×ℜ∈Θ⊗∑  con

pp×ℜ∈∑ , 0>∑  y nn×ℜ∈Θ , 0>Θ , entonces la función de
densidad está dada por ( ) ( ) ( )( )�Y�YYY −Θ−∑Θ∑= −−−−− 112222)( T

nppn

etrf π .
Este hecho, se denota también como Y ∼ ( )Θ⊗∑× ,�pnN .

 Considerando el modelo de regresión lineal multivariado:

�X�Y +=

donde pn×ℜ∈Y  es la matriz respuesta, qn×ℜ∈X  con rango
qr =)(X , pq×ℜ∈� es la matriz de parámetros desconocidos  y
pn×ℜ∈�  es una matriz de errores, tal que � ∼ ( )npnN I0 ⊗∑× , .
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Éste es conocido como modelo de regresión lineal normal multivariado. Los estimadores de máxima
verosimilitud para �  y ∑  están dados por

( ) YXYXXX�
−− == TT 1ˆ   y ( ) ( )�XY�XY ˆˆ1ˆ −−=∑ T

n
,

donde −X  es la inversa de Moore-Penrose de X .

Se considera entonces la regresión lineal con distribución normal multivariada, y se propone una
extensión y modificación a la distancia de Cook. Esto permite derivar la distribución exacta para la
nueva distancia, la cual a su vez, proporciona un punto crítico para decidir si una observación en
particular (o un conjunto de observaciones) se comportan como un “outlier”.

MÉTODOS

DISTANCIA MODIFICADA: UNA OBSERVACIÓN

Considerando el modelo de regresión lineal normal multivariado con la siguiente modificación,

)()()()( iiii ��XY += , )(i� ∼ ( )nipnN I0 ⊗∑×− )()1( , ,

el cual se obtiene del modelo dado en (1), eliminando la i-ésima fila de Y, X y εεεεε,  esto es, eliminando
la i-ésima observación.

Para el modelo modificado, los estimadores son:
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En el primer paso, se requiere una representación simple para )(
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i�� − . Para lo cual, se considera la
siguiente partición en las matrices:

(2)



























=

T
n

T

T

ε

ε
ε

.

.

.
2

1

�



























=

T
n

T

T

Y

Y

Y

.

.

.
2

1

Y , p
iY ℜ∈ ; , p

i ℜ∈ε  ;



























=

T
n

T

T

X

X

X

.

.

.
2

1

X , q
iX ℜ∈

por consiguiente

( ) T
iii

T
i

T
ii

n

ik

T
kk

n

k

T
kk

T
n

T

T

n
T XXXXXXXXXX

X

X

X

XXX +=+==



























= ∑∑
≠=

)()(
1

2

1

21

.

.

.
...XX ,  y



VOL. 14  No. 3  SEPTIEMBRE-DICIEMBRE 2004
��

( ) T
iii

T
i

T
ii

n

ik

T
kk

n

k

T
kk

T
n

T

T

n
T YXYXYXYXYX

Y

Y

Y

XXX +=+==



























= ∑∑
≠=

)()(
1

2

1

21

.

.

.
...YX

Notando que n
ie  es el i-ésimo vector de la base canónica en nℜ , esto es, el vector unitario dado

por ( )Tn
i 0...010...0=e , entonces T

i

Tn
i YYe = , T

i

Tn
i XXe =  y T

i

Tn
i ��e = . Rao,

1973, señala que si A es no singular, v y u son dos vectores arbitrarios, entonces
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De (3), se obtiene que
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Usando (3) en la primera parte de (4), se obtiene:
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Sustituyendo (5) en (4), resulta:
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Ahora, puesto que ( ) ( ) ( )YPIYXXI�XY� −=−=−= −ˆˆ , donde P es el proyector ortogonal sobre
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Bajo el supuesto de la matriz de distribución normal, se propone la siguiente modificación a la
distancia de Cook, denotada como mD , es decir
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ˆˆˆˆˆˆˆ
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La expresión dada en (8), es una extensión del cuadrado de la distancia de Mahalanobis generaliza-
da, tal como lo afirma Rao y Mitra, 1971.

El segundo paso, es encontrar una expresión simple para la matriz de varianzas y covarianzas
( )( ))(

ˆˆ
ivecCov �� − . Para lo cual, se sabe que Y~ ( )Θ⊗∑× ,�pnN , entonces ( ) �Y =E ,

( ) ( )Θ⊗∑=YvecCov  (Muirhead, 1982).
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donde ( )PIeH −= Tn
i

T
i

 es la i-ésima fila de la matriz ( )PI − . Entonces
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Nótese que
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Sustituyendo (11) en (10), se obtiene

( )( ) ( ) ( )( )
( )2

11

)(
ˆˆ

ii

TT
ii

T

ivecCov
p1

XXXXXX
��

−
⊗∑

=−
−−

Sea 
qn

n
S

−
∑=
ˆ

1  y se sabe que ( ) ∑=1SE , (Muirhead, 1982), entonces

( )( ) ( ) ( )( )
( )2

11

1
)(

ˆˆˆ
ii

TT
ii

T

i

S
vecovC

p1

XXXXXX
��

−
⊗

=−
−−

Sea ( ) i
T

ir XXX
1−

= , y basándose en los siguientes resultados:

1. Para na ℜ∈ , 
2

a

a
a

T

=− ,

2. Dada qp×ℜ∈A , entonces ( ) ( ) −−− = AAAA TT  con −− = AA 1  si A es no singular,

3. Dadas las matrices A y B, ( ) −−− ⊗=⊗ BABA , se obtiene
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Por lo tanto, la distancia de Cook modificada puede ser re-escrita como:
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Alternativamente, ya que ( ) ( ) ( ) XCDBXXCDBXCXDBX vecvecvecvectr TTTTTT ⊗=⊗= , para
matrices de órdenes adecuados, se puede escribir mD  como ( ) ( )YHHYp1 T
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Por lo que se tienen las siguientes expresiones como alternativa para el cuadrado de la distancia de
Cook modificada:
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De acuerdo con Chatterjee y Hadi, 1988, se puede reemplazar la matriz 1S  por otra obtenida
usando la muestra reducida ( )1−n , denotada por )(1 iS .

(15)
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Cook, 1977, Chatterjee y Hadi, 1988, Díaz-García et al., 2001, y algunos otros autores, utilizan
la matriz de varianzas y covarianzas del ( )�̂vec  para construir las medidas de distancia.  La
reformulación que se propone, está basada en el reemplazo de esta matriz, por la matriz de varianzas
y covarianzas del ( ))(

ˆˆ
ivec �� − . Se puede encontrar esta idea en Chatterjee y Hadi, 1988, para el caso

univariado, pero para la evaluación de observaciones influyentes sobre un particular coeficiente de
regresión, solamente se utiliza la varianza de un coeficiente, en vez de la varianza de la diferencia. El
problema que se presenta, cuando esta idea es extendida al caso multivariado, es que tal matriz es
singular, por lo que se necesita considerar la inversa de Moore-Penrose para la matriz de varianzas y
covarianzas del ( ))(

ˆˆ
ivec �� − .

Teorema 1.  Considerando el modelo de regresión normal multivariado dado en (1), entonces, el
cuadrado de la distancia de Cook modificada para detectar un “outlier”, puede ser escrita como:
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En (16) es fácil ver que si se quiere implementar esta medida para todo el conjunto de datos, es
suficiente ajustar el modelo una sola vez, y de la forma usual se puede construir la distancia
modificada para cada punto. Notando que la expresión mD , en el caso normal univariado, coincide
con el análisis de residuales estudentizados, tal como se observa en Besley et al., 1980 y Chatterjee y
Hadi, 1988.

DISTANCIA MODIFICADA: MÚLTIPLES OBSERVACIONES

Sea { }kiii ,...,, 21=I  un subconjunto de tamaño k  de { }n,...,2,1 , de forma tal que ( ) qkn ≥− .
Ahora, bajo el modelo (1), se denotan por )( IY , )( IX  y )(ˆ I� , las matrices de datos, de regresión y de
errores, respectivamente, después de eliminar las correspondientes observaciones de acuerdo con los
subíndices en I . Sean )(

ˆ
I�  y )(

ˆ
I∑ , los correspondientes estimadores de máxima verosimilitud en el

modelo:

)()()()( IIII ��XY += , )( I� ∼ ( )nIpknN I0 ⊗∑×− )()( , .

Lema 1.  Sean A y D matrices no singulares de órdenes kk ×  y mm× , respectivamente. Sean
además B y C, ambas de orden mk × , entonces, existe la siguiente inversa

( ) ( ) 1111111 −−−−−−−
+−=+ ACBACDBAABDCA TTT

Para la demostración de este lema, sólo debe verse que

( ) ( )( ) IACBACDBAABDCA =+−+ −−−−−− 111111 TTT

(16)
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Basándose en el Lema 1 y usando procedimientos similares a los de la distancia modificada para
una sola observación, es fácil verificar que
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Entonces se tiene,

Teorema 2.  Considerando el modelo de regresión normal multivariado dado en (1), entonces, el
cuadrado de la distancia de Cook modificada para detectar k  observaciones influyentes, puede ser escrita
como:

=ImD  
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RESULTADOS Y DISCUSIÓN

FUNCIONES DE DISTRIBUCIÓN ASOCIADAS CON LAS
DISTANCIAS MODIFICADAS

La razón principal para estudiar las modificaciones al cuadrado de la distancia de Cook para una y
múltiples observaciones, es que, en vez de utilizar una aproximación a la distribución �, se derivará la
distribución exacta para mD . Análogamente se encuentra la distribución exacta para ImD , es decir,
para el caso de la detección de varias observaciones influyentes simultáneamente.

(17)
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Se derivará la distribución del estadístico para el caso de una observación influyente a la vez y para
el caso de múltiples observaciones.

Teorema 3.  Bajo los supuestos del Teorema 1, se tiene que

qn

Dm

−
∼ ( )2/)(,2/ pqnp −−β

donde ( )2/)(,2/ pqnp −−β  denota una distribución beta centrada, con parámetros 2/p  y ( ) 2/pqn −− .

La demostración de este teorema se sigue directamente de Caroni, 1987.

Del Teorema 3, dando un nivel de significancia α , se puede escribir la siguiente regla de decisión:

iY , ni ,...,2,1= , es un “outlier”, si

( )2/)(,2/: pqnp
m

qn

D
−−≥

− αβ

donde ( )2/)(,2/: pqnp −−αβ  es el correspondiente α-percentil superior de una distribución beta de parámetros
2/p  y ( ) 2/pqn −− .

Similarmente, para el caso de múltiples observaciones:

Teorema 4.  Bajo los supuestos del Teorema 2, se tiene que

qn

D Im

− ∼ hms ,,ρ

donde hms ,,ρ  denota la distribución centrada para el estadístico de Pillai con parámetros

),min( kps = , 2/)1( −−= kpm  y 2/)1( +−−= pqnh .

La demostración de este teorema es una consecuencia directa del Teorema 10.6.2, Corolario
10.6.3 en Muirhead, 1982.

UNA APLICACIÓN

A continuación, en la tabla 1,  se presentan los datos correspondientes a un ejemplo tomado de
Srivastava y Carter, 1983. En el cual, 25 depósitos de truchas se sometieron a diferentes dosis de
cobre en miligramos por litro y se registró el peso promedio de los peces, es decir, las proporciones

ijp , ( 25,...,2,1=i ; 5,4,3,2,1=j ) de peces muertos después de 8, 14, 24, 36 y 48 horas.

Los datos son ajustados por el modelo multivariado de regresión lineal múltiple. Dado el carácter
de las variables dependientes, se hace la transformación arcsen de las variables respuesta para estabili-
zar la varianza y se considera el logaritmo de la variable dependiente X

1.

Dadas las asunciones anteriores, tres diferentes métricas fueron aplicadas a los datos para ver los
candidatos a ser considerados “outliers”, cuyos resultados se presentan en seguida, en la figura 1,
donde se muestran las tres gráficas correspondientes.

(18)

(19)

(20)
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Tabla 1. Proporción de peces muertos después de 8, 14, 24, 36  y 48 horas de que se
les suministraron diferentes dosis de cobre.

Figura 1. Aplicación de tres diferentes métricas a las observaciones para identificar “outliers”.
(a) Distancia al cuadrado de Mahalanobis.
(b) Distancia de Cook clásica.
(c) Distancia de Cook modificada.
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En la figura 1 (a) aparece la gráfica de la
distancia al cuadrado de Mahalanobis tal como
es presentada por Seber (1984).  En la figura 1
(b) se muestra la gráfica obtenida al aplicar la
distancia de Cook clásica, como lo señalan
Chatterjee y Hadi (1988). Finalmente, la gráfi-
ca de los resultados aplicando la distancia de
Cook modificada propuesta en este trabajo, se
observa en la figura 1 (c).

En la figura 1 (a), (b) y (c), se observa que
con la aplicación de las tres distancias, la ob-
servación número 11 se identifica como un
“outlier”. Es obvio que sólo hay evidencia de
que el punto número 11 es una observación
atípica, pero a manera de ejemplo se considera
como posible punto atípico a la siguiente ob-
servación con la distancia de Cook modificada
mayor, que en este caso corresponde al punto
número 22.  Así, considérense simultáneamen-
te como posibles observaciones atípicas a los
datos número 11 y número 22. Luego, apli-
cando el estadístico de Pillai para identificar si
estas observaciones, son o no, puntos influyen-
tes en forma simultánea, se obtiene que

25871,1=ImD . Si  se  aplica  ahora  la  aproxi-
mación del F-estadístico propuesto en Rencher
(1995, p.185), se obtiene un valor de
6,452547, comparándolo con el valor crítico
correspondiente de 2,09085, entonces se pue-
de concluir que las observaciones número 11 y
número 22 son en conjunto influyentes. En
este caso, se llega a tal conclusión, dada la
fuerte influencia de la observación número 11,
sin embargo en una situación real, hay que
tener evidencia suficiente (o a través de méto-
dos gráficos) de la posible influencia conjunta
de dos o más observaciones sobre los
parámetros del modelo.
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