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RESUMEN

Esta contribucion presenta el desarrollo de las ecuaciones necesarias para realizar los ana-
lisis cinematicos de primer orden -velocidad-, de segundo orden -aceleracion-, de tercer or-
den -jerk- y de cuarto orden -jounce- en cadenas cinematicas cerradas. Este procedimiento
puede emplearse como una herramienta didactica para la ensefianza de la cinematica y la
dinamica de mecanismos y manipuladores en diferentes cursos de Ingenieria. Aun cuando
los resultados y subrutinas son lo suficientemente generales para aplicarse a mecanismos
y manipuladores espaciales, la validacion de los resultados tinicamente se llevé a cabo para
mecanismos planos. Finalmente, los resultados se aplicaron a los analisis de velocidad y
aceleracion de un mecanismo de retorno rapido de un cepillo mecanico y la determinacion
de la movilidad de una cadena cinematica cerrada, donde la posicion que se analiza es sin-
gular. Esta determinacion permite verificar la validez de resultados previamente obtenidos
empleando la teoria de tornillos infinitesimales.

ABSTRACT

The development of the required equations to carry out kinematic analyses of the first order
-velocity-, second order -acceleration-, third order -jerk- and fourth order -jounce- in closed
kinematic chains are presented. This approach can be used as a didactic tool for teaching
kinematics and dynamics of mechanisms and manipulators in the different courses of an
engineering curricula. Even tough the equations and subroutines are generally enough to
be used in spatial mechanisms and manipulators, the validation of the results have been
only carried out within the realm of planar mechanisms. Finally, the results were applied
to the velocity and acceleration analyses of a quick-return mechanism of a planer and the
mobility determination of a planar and closed kinematic chain in a singular configuration.
This mobility determination verified previous results obtained with the help of screw theory.

INTRODUCCION

Tradicionalmente, los analisis cinematicos de mecanismos se restringen al
analisis de posicion, de velocidad (o primer orden) y aceleraciéon (o segundo
orden); la razon principal de esta limitacion es que el analisis de acele-
racion permite, aplicando las ecuaciones de Newton-Euler, determinar las
fuerzas y momentos que aparecen en los eslabones de un mecanismo. Solo
ocasionalmente, por ejemplo en la sintesis de levas, es necesario recurrir
al analisis de tercer orden, o jerk, pues se conoce que los programas de
desplazamiento de levas que producen valores elevados de éste reducen
drasticamente la vida tutil de la superficie de la leva. Otra aplicaciéon que
requiere de un analisis de jerk es el disefio de las trayectorias de las “monta-
nas rusas" (de las que es sabido que mientras mas elevados son los valores
de jerk, mas espeluznante es el recorrido para los usuarios).
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Fuera de esos campos, los analisis de tercer orden,
Jerk, y de cuarto orden, jounce, fueron considerados
hasta hace 15 afos [1] simplemente como retos pura-
mente académicos. A partir de esa fecha, se encontro
que los analisis de orden superior permiten determinar
la verdadera movilidad de cadenas cinematicas de un
Unico lazo o de mecanismos de lazos multiples con
topologia arbitraria. Frecuentemente, los mecanis-
mos a investigar son mecanismos espaciales, por lo
que sus analisis cinematicos se resuelven mediante
la teoria de tornillos infinitesimales. Un mecanismo
cuya movilidad se desea determinar es el analizado en
la seccion Mecanismo semejante al mecanismo de
Watt: éste es un mecanismo plano que permite reali-
zar sus anadlisis cinematicos, incluyendo los de orden
superior, empleando las herramientas basicas de la
dinamica de cuerpos rigidos que se aprenden en cur-
sos normales de Ingenieria. Esta oportunidad permite,
por un lado, corroborar resultados obtenidos median-
te métodos mas sofisticados de la teoria de tornillos y,
por el otro, desarrollar herramientas didacticas para
la ensefianza de temas mas avanzados en la cinemati-
cay dinamica de mecanismos en cursos de Ingenieria.

La seccion Métodos presenta los fundamentos teé-
ricos y las ecuaciones correspondientes para llevar a
cabo los analisis cinematicos de orden superior (hasta
cuarto orden) en mecanismos espaciales. Sin embar-
go, dado que las herramientas se desarrollaron para
su aplicaciéon en mecanismos planos, Gnicamente se
consideran pares de revoluta y prismaticos. La seccion
Mecanismo de retorno rapido muestra la aplicacion
de los resultados obtenidos en la seccion Métodos en
el analisis cinematico de velocidad y aceleracion de
un mecanismo de retorno rapido de un cepillo meca-
nico. En este mecanismo aparece, en dos diferentes
instancias, la componente Coriolis de aceleraciéon -un
tema de especial complicacién para los estudiantes de
Ingenieria. Finalmente, la seccion Mecanismo seme-
jante al mecanismo de Watt aplica los resultados
obtenidos en la seccion Métodos en la determinacion
de la movilidad de un mecanismo plano a partir de
una posicion singular. Este es un problema particu-
larmente dificil que requiere la realizacién de los ana-
lisis de orden superior hasta cuarto orden.

METODOS

En la fase inicial del desarrollo de este proyecto, fue
evidente que era necesario obtener relaciones entre
las velocidades, aceleraciones y derivadas de orden
superior de dos puntos: el primero perteneciente a un
cuerpo rigido, o eslabon, que se supone como marco
de referencia, y el segundo perteneciente a un segun-
do cuerpo rigido, o eslabén, conectado con el primero
mediante un par de revoluta o un par prismatico. Si

el par es de revoluta, existen dos puntos coincidentes:
cada uno de ellos sera perteneciente a uno de los dos
eslabones, tal que sus velocidades, aceleraciones y
derivadas de orden superior son iguales. En cambio,
si el par es prismatico, existen dos puntos coinciden-
tes: cada uno de ellos perteneciente a uno de los dos
eslabones, pero, en este caso, sus velocidades, acele-
raciones y derivadas de orden superior son distintas.

Pares de revoluta. Considere los cuerpos mostrados
en la figura 1, donde el cuerpo 1 actiia como marco
de referencia y los eslabones jy k estan conectados
mediante un par de revoluta. Se supondra que se co-
noce la velocidad, aceleracién, y derivadas de orden
superior del punto A, que pertenece al eslabon j, y se
desea conocer esta informaciéon para el punto B, que
pertenece al eslabon k.

Figura 1. Cuerpos j y k unidos por un par de revoluta.

Para el analisis de velocidad, se desea conocer la
velocidad absoluta® del punto B perteneciente a k, '0).
Se conoce de antemano la velocidad absoluta del pun-
to A perteneciente a j, 'U/, y la velocidad angular abso-
luta del cuerpo j, '@’. De manera que:

o =10] =lﬁj+1ﬁjx?B/A. (1)

También se desea conocer la velocidad angular abso-
luta del cuerpo k conociendo de antemano la velocidad
angular absoluta del cuerpo j, asi como la velocidad an-
gular del cuerpo k visto desde el cuerpo j. De este modo:

k=7 o, 2)
Para el analisis de aceleracion, se desea conocer la
aceleracion del punto B perteneciente al cuerpo k visto
=k .
desde el cuerpo 1, 'd,. Esto se logra derivando la ecua-
cién (1), por lo que se tiene que:
1312k
1 a k 12j d UB

B B dt

'aj +'a’l x ?B/A+103j><(1c3j><?3/A). 3)

>

donde '@ representa la aceleracion angular del cuer-
po j respecto al cuerpo 1.

La aceleracion angular del cuerpo k respecto al
cuerpo 1 se obtiene derivando la ecuacion (2), por lo
que se obtiene:

1=k _ 1-=j j—k 1-j j—ok
a=a + o + W xd" (4)

'Se dira que la informacion es absoluta, si ésta es referenciada al cuerpo 1 (el cual se encuentra fijo).
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Para el analisis de tercer orden, se desea conocer el jerk del punto B
perteneciente al cuerpo k visto desde el cuerpo 1, ' jBk. Esto se logra deri-
vando la ecuacion (3), por lo que se tiene que:

1d'gk
dt

17 _ 137 _
Js = Jg =

17 1-j, = 1= 1= = 1-j 1) -
= Jat pIxrg,+2 oﬂx( wfxrB/A)+ wfx(afxrB/A)

+ 150 x [ x (@ x 7y, ).

donde 1ﬁj representa el jerk angular del cuerpo j respecto al cuerpo 1.

El jerk angular del cuerpo k respecto al cuerpo 1 se obtiene derivando

la ecuacion (4), con lo que se logra:

1 1

Para el analisis de cuarto orden, se desea conocer el jounce del punto
perteneciente al cuerpo k visto desde el cuerpo 1, 'jof. Esto se logra deri-

vando la ecuacion (5), obteniendo:

-

LY
JOp Op

= Yol + P x 7y, + 3 x(lﬁjx FB/A) +31dk><(

1>k 1ok
!

+ 3a

+ ‘o x [I@k x (1&‘k>< ?B/A)] +12% x {I@k x [
donde 77 representa el jerk angular del cuerpo j respecto al cuerpo 1.

El jounce angular del cuerpo k respecto al cuerpo 1 se obtiene deri-
vando la ecuacioén (6), por lo que se tiene:

TR = R 3150 5 IpR 4 BT AR 15T x TR 4 81 x ('@ x
+2°07 x ("0 x I8*) +1@7 x (67 ) I5F) +a x [0 x (@7 x B¥) .

Pares prismaticos. Considere los cuerpos mostrados en la figura 2, don-
de el cuerpo 1 actua como marco de referencia y los eslabones jy k es-
tan conectados mediante un par prismatico. Nuevamente, se supondra
que se conoce la velocidad, aceleracion y derivadas de orden superior del
punto A, que pertenece al eslabon j, y se desea conocer esta informacion
para el punto B, que pertenece al eslabén k.

Figura 2. Cuerpos j y & unidos por un par prismatico.

Para el analisis de velocidad se desea conocer la velocidad absoluta
del punto B perteneciente a k. Se conoce de antemano la velocidad ab-
soluta del punto A perteneciente a j, la velocidad angular absoluta del

pr= 1304 igk 4 2\ x gk 4+ &) x i x (B x k).

) x(lakxFB/A)]Jrchkx (7" X Fops ) +2
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cuerpo j y la velocidad del punto B,
perteneciente al eslabén k, respec-
to a un sistema de referencia fijo en
el cuerpo j. De manera que:

Of =0 + 0 x FB/AJrjﬁE’f. 9)
También se desea averiguar
la velocidad angular absoluta del
cuerpo k. Sin embargo, ya que el
par prismatico no permite rotacion
relativa entre los cuerpos jy k, las
velocidades angulares de ambos
cuerpos seran las mismas:

I(Dk - l(:o}j. ( 1 O)

Para el analisis de aceleracion,
se desea conocer la aceleracion del
punto B perteneciente al cuerpo k
visto desde el cuerpo 1. Esto se logra
derivando la ecuacion (9), por lo que
se tiene que:

1 912k
1=k_ d Ug

Poodt

’

1= i—k 1—7 —
=4y +7dg +a) x 1y,
+ 20 B+ 57 x (B x 7y, (11)

La aceleracion angular del cuer-
po k respecto al cuerpo 1 se obtie-
ne derivando la ecuacion (10), por
lo que se tiene que:

ak="1a" (12)

Para el analisis de tercer orden,
se desea conocer el jerk del punto B
perteneciente al cuerpo k visto des-
de el cuerpo 1. Esto se logra deri-
vando la ecuacion (11), obteniendo:

i ld'd
Booat

177 i 7k 1-j., j=k 1=, =
=Jitjs +3 W xag + p'xry,

+3'a/x of +2'a’ x (lﬁjx FB/A)
+31a7jx(1u7j>< j5§)+1@j>< (I&jx FB/A)
+'57 % [lcﬁj X (lcffj X ?B/A)]. (13)
El jerk angular del cuerpo kres-
pecto al cuerpo 1 se obtiene deri-

vando la ecuaciéon (12), por lo que
se tiene que:

1=k

pr="p. (14)
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Para el analisis de cuarto orden, se desea conocer el jounce del punto
B perteneciente al cuerpo k visto desde el cuerpo 1. Esto se logra derivan-
do la ecuacion (13), de modo que:

147
12k Ay
OB_i,
dt
12 | j7k 1-jjiTk 1=j_j=k =) o ik | 12j0 2
= Jjoi +7jog + 40X jr+6a xag + 4P x Uy + TIX 1y,

+ 657 x (lﬁjxjd;f)—i— 8'a’ x (laﬁjx jﬁ,’;) +4'G7 x (l&j x jﬁg)

1=k

+3%7 x (lc:)j X ?B/A)—i- 3'akx (156k X ?B/A) + '@ x (lﬁkx ?B/A>
+4w" % [

<1C)k x jl—}'g)]+31&»k x [1Qk><(1@k > ?B/Aﬂ
+ 405 x "5 x (1471" X jﬁ;‘)]+3107k x ['@* X(lﬁk X ?B/A>:|

ik« {wk x[5* x (5* FB,A)]}. (15)

El jounce angular del cuerpo k respecto al cuerpo 1 se obtiene derivando
la ecuacion (14), con lo que se tiene:

(16)

Las ecuaciones presentadas en esta seccion Métodos son las que se
implementan en un programa de algebra simbolica para evitar que el
algebra, si se realiza a mano, conduzca a errores indeseables y, ademas,
agilizar el calculo de los analisis cinematicos.

Mecanismo de retorno rapido

Esta seccion realiza el analisis de velocidad y aceleracién de un mecanis-
mo plano de retorno rapido de un cepillo mecanico. Un cepillo mecanico
es una maquina herramienta empleada para producir superficies planas
en piezas de trabajo. Existen diferentes tipos de cadenas cinematicas que
se emplean para disenar cepillos. En este ejemplo se analiza la cadena
cinematica mostrada en la figura 3.

B 1
a5

a

Figura 3. Mecanismo de retorno répido.

Se supondra que, de antemano, se ha realizado el analisis de posicién
del mecanismo de retorno rapido. Por ende, se conocen tanto los valores
de los parametros del mecanismo a,, a,, b;, el valor de la variable de
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entrada 6,, como los valores de las
variables de salida 6,,a,,b,,a,, mos-
tradas en la figura 3. Esos valores
estan dados por:

a,=0,7m, a,=0,3m, b=0,4m,

0, =zrr rad,
4
0,=1,1606 rad, a,=0,7 m,
b,=0,6675 m,
a,=0,4783 m.

Ademas, se supondra que los pla-
nos de movimiento de los eslabones
del mecanismo son paralelos al pla-
no X - Y, por lo tanto, los ejes de los
pares de revoluta del mecanismo tie-
nen la direccion del eje Z.

Figura 4. Representacion grafica de la cadena cine-
matica mostrando los sentidos de circuito
a considerar.

La figura 4 es una grafica direc-
cionada que representa el meca-
nismo de retorno rapido, donde los
nodos representan los eslabones
del mecanismo y las aristas o vérti-
ces representan los pares cinemati-
cos. La grafica tiene dos lazos o cir-
cuitos independientes y cada uno
de esos lazos o circuitos tiene una
direccion horaria o, antihoraria.

Analisis de velocidad. Conside-
rando los sentidos de los circuitos
mostrados en la figura 4, es posible
formular las ecuaciones de veloci-
dad puntual y velocidad angular de
cada uno de los circuitos. De esta
manera, para el primer lazo se tie-
nen las siguientes ecuaciones de
analisis de velocidad:
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05="05= 0 ?AS/O’ revoluta
A= DA DX Ty T prismatico
'D5="05=", + T Tog /4,7 revoluta
'Dp="03+'5%x T, /5, + °GL=0. prismatico

Asi, la ecuacion de la velocidad puntual para este pri-
mer lazo esta dada por:

121 _1-2 = -3, =2 324
Vg=Ww ><rA3/O+ w ><rA4/A3+ U,

1-4 = 1-6 = 6 21 _A
+w XTpgra,t WX r31/B6+ U=0. (17)
Por otro lado, la ecuacion de clausura de velocida-

des angulares para el primer lazo viene dada por:

11_1-2 | 223 | 324 | 426, 6-1_A
W=+ W+ W+ W+ w =0,

(18)
donde %* =%"' =0, pues el par cinemético entre estos
eslabones es un par prismatico.

Para el segundo lazo, se lleva a cabo el mismo pro-
cedimiento, siguiendo el sentido indicado en la figura 4.
De manera que se obtienen las siguientes ecuaciones
para el analisis de velocidad del segundo lazo:

17 =192 = P x ?Aslo’ revoluta
154 _ 153 | 153 > 324 ; Ati
VA= Ut W XT, p +70 prismatico
D=0+ W 7, +'DL,  prismatico
121 _ 15 _ 1 125, 2 -0

V= U= Uet W XTI o, =0. revoluta

Por lo tanto, la ecuacion de la velocidad puntual
para este segundo lazo esta dada por:

Sl _ 102 2 1-3_ = 304
V= W ><rA3/O+ WX rA4/A3+ Ua

1-4_ = 455 | 155 2 -N

WX T o b U 0T e =0, (19)

Ahora bien, la ecuacion asociada a las velocidades
angulares del segundo lazo esta dada por:

1-1_1-2 | 293 | 324 | 495 | 591_A
W=w+ W+ W+ W+ w=0. (20)
donde %* = %° =0, pues el par cinemaético entre estos
eslabones es un par prismatico.

De esta manera, se tienen 4 ecuaciones vectoriales
(17, 18, 19, 20) por resolver. Sin embargo, al tratar-
se de un mecanismo plano, se tendran Unicamente
dos ecuaciones escalares por cada ecuacion vectorial
de velocidad puntual: aquéllas correspondientes a
las componentes X y Y del vector velocidad puntual
y una ecuacién escalar por cada ecuacion vectorial
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de velocidad angular -aquélla correspondiente a la
componente Z. Por tanto, el analisis de velocidad o
de primer orden del mecanismo requiere la solucion
de un sistema lineal de seis ecuaciones. Puesto que
la cadena cinematica cuenta con 7 pares cinematicos
de la clase I, pares cinematicos de revoluta o prisma-
ticos, se debe conocer la velocidad angular del eslabon
motriz, eslabéon 2, es decir, la velocidad angular del
eslabon 2 con respecto al cuerpo 1 (que se supone
constante e igual a 20 rad/s en sentido antihorario).

Resolviendo el sistema lineal de 6 en 6 incégnitas
23, 845 40, 515 s, Y 4S5, 10S resultados del analisis de
velocidad estan dados por:

ow; =—24,13301126 rad/s,
38, = —3,426740166 m/s,
Jwe =4,133011264 rad/s,
6S, = —5,406016358 m/s,
sw;, =4,133011264 rad/s,

.S, =—2,155861888 m/s, (21)

donde ,$, =i, (& =%vL y . & ="l

Analisis de aceleracion. Considerando los sentidos
de los circuitos mostrados en la figura 4, es posible
formular las ecuaciones de aceleracion puntual y ace-
leraciéon angular de cada uno de los circuitos. Para la
aceleracion puntual del primer lazo, se tiene que

123 _ 122 _ 122

= -2 (122 2
a,=a,=u« ><rA3/O+w X(w X rA3/0>,

124 _ 123 | 324 123, 2 1-3.,334, 13 1-3, 2
Gy = Gt g+ Xy y+ 20X Uyt & ><(w ><rA4/A3),

126 _124 _ 124 124

- - = -4 [1-4 =2
Ap=0adg=a,+ a X rB6/A4—|—w ><(w X rBe/A4>’

121 _126 621 | 126, 2 126,621 | 126 (126 2 -0
ap=dj+ ag+ a'x rBl/B6+2w X Up+w x(w Xr31/56)‘0-

Por lo tanto, la ecuacion de la aceleraciéon puntual
para este primer lazo es dada por:

121 _ 122 = 1-2 1-2 =2
Gp= QX7 o WX (w X rAa/O)

324 | 123, 2 1-3 324
+7a, +a'x rA4/A3+2w XU,

1-3 1-3_, 2 14 2 1-4 -4 2
+ WX (w ><rA4/A3)+ QX T ya, T WX (w X rBa/A4)

621 | 126 = 1-6_,6-1 | 156 (126 = -N
g+ X7+ 20X Vpt & x(w X rBl/Bc,)_O' (22)

2Esta ecuacion esta en funcion de las velocidades angulares absolutas de cada eslabon. Sin embargo, las subrutinas desarrolladas obtienen estas velocidades angulares absolutas en funcion

de las velocidades angulares relativas entre eslabones adyacentes.
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En otro aspecto, la ecuacion asociada a las aceleraciones angulares
del primer lazo esta dada por®:
1>1 122 | 223 | 324 | 426 61 1-2 253 -2 | 2-3 34
& =2+ G+ B X P+ (B )< B
253 | 324\ 46, (1-2, 293 | 324 | 4-6) 61

+(1¢712+w +w)><w+(w+w+w+w)><w,

152 | 223 | 394 | 426 6—»1=6

=oat+ o +a + o't (23)
donde ‘@*=°"= 6, pues el par cinematico entre estos eslabones es un
par prismatico.

Para el segundo lazo se lleva a cabo el mismo procedimiento, siguien-
do el sentido indicado en la figura 4. De esa manera, se obtienen las
siguientes acuaciones para el analisis de aceleracién del segundo lazo:
123 _ 122 _ 122 = 1- 1> —
a,=a,= o x rA3/0+ w ><(w X rAs/o),

124 _123 | 324 123 2 1-3 374, 1-3 1-3 2
G,= Ayt G+ QX Tyt 2Wx VA4 @ ><( X rA4/A3>,

125_124 | 425 | 14 = 124 425, 1-4_ (104 _ =
0=ty + Ao+ QX T+ 20 Tt W (]w X rCS/A4>,

121 _125_125 | 155 = 1-5 (125 2 N
Gc=ac¢=dc + QXTI ot W ><<w X rC1/Cs>_O'

Por lo tanto, la ecuacion de la aceleraciéon puntual para el segundo
lazo se obtiene de:

21 _ 122, 2 1= (1m0 2 324 | 123 >
ac o ><rA3/O+w ><(w ><rA3/O)+ aA+04><rA4/As

1-3 374 | 123 (1=23_ > 425 124 >
+2W XV, W x(w ><rA4/A3)+ Qe+ 0 X T g,

1-4 425 | 124 [1-4 155 =
+2WX U+ WX ( erS/A4)+(y, X Te e,

1-5 A

+ % (5 7, e =0 (24)

Entonces, la ecuaciéon asociada a las aceleraciones angulares del se-

gundo lazo esta dada por:
St ottt X Wt wt W w

1&1 122 | 223 | 324 | 425 | 551 | 1952 253 (1ﬂ2 2a3>><3a4

1- . =4\ 4 1-2 . —4 | 4 —
+( w2—|—2w3+3w)>< w5+<w +2w3+3w +w5)><5wl

152 | 223 | 324 | 425 5%1=6
K

o'+ + o+ o+ o (25)

354 _ 455 _ A . P
donde ‘@’ = ‘@’ = 0, pues el par cinematico entre estos eslabones es un par
prismatico.

Resolviendo el sistema de seis ecuaciones para las variables de in-
terés, el programa de algebra simbolica arroja los siguientes resultados
para el analisis de aceleracion:

,0; =296,6126981 rad/s?,
38, =—179,5428424 m/s®,
Ws =4,133011264 rad/s,

., = 368,5396380 m/s?,
oy = —296,6126981 rad/s>,

.8 =126,4800945 m/s?, (26)

- 3 4 L =61 S =45
donde .S, ="a,, ¢S, ="ap ¥ 4S5 = a¢-

Con estos resultados, finaliza el
analisis de aceleracion de este me-
canismo. Como puede facilmente
observarse, la ecuacion (24) con-
tiene los términos de aceleracion
Coriolis que, por métodos vectoria-
les, son usualmente muy compli-
cados de obtener.

Mecanismo semejante al mecanismo de Watt

En esta secciéon se emplea el proce-
dimiento y las ecuaciones presen-
tadas en la seccion Métodos para,
mediante los analisis cinematicos
de orden superior, determinar la
movilidad de la cadena cinematica
mostrada en la figura 5. Esta ca-
dena cinematica fue propuesta por
Muller [2] y es similar al mecanis-
mo de Watt, pero con un eslabéon
extra, el eslabon 6. La cadena ci-
nematica fue propuesta como un
ejemplo de cadena cinematotréopica
plana de dos lazos en la cual ambos
lazos tienen estructura distinta. Se
sabe, vea [4], que es posible sinteti-
zar mecanismos cinematotrépicos
de multiples lazos uniendo cade-
nas cinematicas de un solo lazo e
idénticas que presentan un cambio
en su modo de movimiento. Por lo
general, el cambio en el modo de
movimiento ocurre cuando los ejes
de dos revolutas son coaxiales.
Muller seleccion6 la geometria de
la figura 5 para obtener una posi-
ciéon en la que los ejes de las revo-
lutas que pasan por los puntos By
D sean coaxiales.

El objetivo de este ejemplo es
obtener la movilidad finita de la ca-
dena cinematica propuesta por Mu-
ller [2]. La movilidad finita se define
como el nimero minimo y suficien-
te de variables escalares que permi-
ten determinar la posicién de todos
los eslabones que forman parte de
la cadena cinematica que se esta
analizando. Este mecanismo cine-
matotréopico muestra que, a dife-
rencia de lo que se ensena en los
cursos elementales de cinematica
de las maquinas, la movilidad finita
no es una propiedad del mecanismo
o cadena cinematica.

3 En el caso de movimiento plano general, todos los productos vectoriales entre las velocidades angulares son iguales a 0, pues todas las velocidades angulares son perpendiculares al plano

de movimiento y son, por lo tanto, paralelas.
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Figura 5. Mecanismo semejante al mecanismo de Watt.

La figura 5 muestra las dimensiones de la cadena
cinematica, de manera que los vectores de posicion
entre las diferentes revolutas del mecanismo estan
dados por:

7ya = (—a,0,0),

Tess = (=b,0,0),

Toc = (b,0,0),

7oa = (c,3d,0),

7.5 = (0,—2d,0),

FG/F =(0,-24d,0),

76 = (0,—2d,0). (27)

Igualmente, se supondra que los planos de movi-
miento de los eslabones del mecanismo son paralelos
al plano X - Y, por lo tanto, los ejes de los pares de
revoluta del mecanismo tienen la direccion del eje Z.

De nueva cuenta, la figura 6 es una grafica direc-
cionada que representa el mecanismo que se desea
analizar, donde los nodos representan los eslabones
del mecanismo y las aristas o vértices representan los
pares cinematicos. La grafica tiene dos lazos o circuitos
independientes y cada uno de esos lazos o circuitos tie-
ne una direccion, horaria o antihoraria.

E
32 (2= (s

| F
LU
| G

o\

Figura 6. Representacion gréfica de la cadena cinematica mostrando el sentido
de los lazos.
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Analisis de velocidad. Considerando los sentidos de los
circuitos mostrados en la figura 6, es posible formular
las ecuaciones de velocidad puntual y velocidad angular
para cada uno de los circuitos. Para el primer circuito,
las relaciones entre las velocidades puntuales son:

B3 ="07="0 x 7y i revoluta
14 N .

Ue="00="05+ &’ x T/, revoluta
U, ="0h="U¢+ @*x7,,.=0. revoluta

Por consiguiente, la ecuacion de la velocidad pun-
tual para este primer lazo esta dada por
X Tyt @7 X Ty gt ' x Ty = 0. (28)
Ahora bien, la ecuacion asociada a las velocidades
angulares del primer lazo se da por:
I I N 6

+Ww+w+w (29)

Para el segundo lazo, se lleva a cabo el mismo pro-
cedimiento, siguiendo el sentido del circuito indicado
en la figura 6. De esa manera, se obtienen las siguien-
tes relaciones entre las velocidades puntuales:

155 _ 122 _1-2 e

Up=0p=w X rE/A, revoluta
156 1*5 - 1 —»5

Uo= D+ X Ty, revoluta
lﬁé-lﬁg v2+1*6>< 75p»  Tevoluta

151 2157 Z1p7
Uy

=0}, =05 +'0'x 7};,,=0. revoluta

Por lo tanto, la ecuacion de la velocidad puntual
para este segundo lazo es:

121 _1-2 7 155 2 16, 32 127, 2 A
Uy="W" X Ty iF O™X It W07 X T it WOX Ty = 0. (30)
Consideremos, por otro lado, que la ecuacién aso-
ciada a las velocidades angulares del segundo lazo
esta dada por:
1*»2 2-5, 5-6

++ W+

557475 =0. 81)

De esta forma, la soluciéon del analisis de velocidad
o de primer orden requiere la solucién de cuatro ecua-
ciones vectoriales (28, 29, 30, 31). No obstante, puesto
que el mecanismo es un mecanismo plano, cada una
de las ecuaciones de velocidad puntual genera uni-
camente dos ecuaciones escalares lineales -aquéllas
correspondientes a las componentes X e Y. No pasa lo
mismo en las ecuaciones de velocidad angular, puesto
que cada una de éstas genera Unicamente una ecua-
cion escalar -la correspondiente a la componente Z.
De este modo, las cuatro ecuaciones vectoriales gene-
ran un total de seis ecuaciones escalares lineales. La
solucion de dicho sistema lineal conduce a la solucién
del analisis de velocidad del mecanismo, la cual esta
dada por:

29
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w, =0,

W3 T T4y,

swWy =0,

2Ws = sWy + 25w,
sWe = —24w; — 3w,

sWe = —26w; — 37wy (32)

Puesto que la solucién del analisis de velocidad o
de primer orden del mecanismo esta dada en términos
de tres variables libres, ,0,, s»,; y ;0,, se dice que la
movilidad de primer orden es igual a 3. Debe notarse
que la movilidad del mecanismo calculada, ya sea me-
diante el criterio de Grubler [5] o el criterio de Paul [6],
es igual a 2. Con el objeto de analizar con mas detalle
esta diferencia, se realizara el analisis de aceleracion
o de segundo orden del mecanismo.

Analisis de aceleracion. Considerando los sentidos
de los circuitos mostrados en la figura 6, es posible
formular las ecuaciones de aceleracion puntual y ace-
leracién angular para cada uno de los circuitos. Para
la aceleracién puntual del primer lazo se tienen las
siguientes relaciones:

A} ='a3="a"x 1 '@ ><(1c7)2>< ?B/A),

G ='al="a5+ & x 7 pt W ("% 7y),

121 _1=24 _ 124 | 124 2 154 154 o _
+AXT,,+ @ ><( @ er/c)—O.

ap=ap=ac
Por lo tanto, la ecuacion de la aceleracion puntual
para este primer lazo esta dada por:

=00 Ty it ' x (BQXFB/A) +ax 7y +'0° x (I&SX ?C/B)
+ 80 Ty + B (15t 7o) = 0 (33)

Ahora bien, la ecuaciéon asociada a las aceleracio-
nes angulares del primer lazo esta dada por*:

1 122 223 324 | 421 1-2 2-3

B =024 R 4R e+ 0t

+ (1@2+25}3>X 3@4+ (1@2+ 2@3+ 3@4>><4(7)1
124, = 1-4 1-4_, = - N
+0L><rD/c+w><(w er/c)—O (34)
Para el segundo lazo, se lleva a cabo el mismo pro-
cedimiento siguiendo el sentido del lazo o circuito indi-
cado en la figura 6. De esa manera, se obtienen las si-
guientes relaciones entre las aceleraciones puntuales:

125_ 122 _ 122 > 12 1-2 2
Ap= Q= Q" XTIy 40 x(w er/A),

126_ 125 _ 125 15 2 1-5 1-5_ 2
Ap= Ap=dp+ o X Ipp+ W ><( w er/E),

127 _ 126 _126 126 =2 16 1-6 =2
AG= 0= g+ QX Tg)p + @07 X (w P rG/F),

121 _ 127 _1=27 157 = 157 17, = N
Ay= 0y =0 + O X I+ @ ><(w X rH/G)—O.

Por ende, la ecuacién de la aceleracion puntual
para este segundo lazo esta dada por:

"y ="0 % Ty i 1<I')2><<1L712>< ?E/A)—i-l&sx Tost lﬁsx(lﬁsx?F/E)

156 2 126, (126 2 1572 -7 (127 = A
+OXTG ptw X(w X rG/F)—I— AXTyet wx(w er/G)=O. (35)
Por otro lado, la ecuaciéon asociada a las acelera-
ciones angulares del segundo lazo se obtiene por:

121 _122 | 225 | 596 | 627 | 721 | 192 255 122 | 255 5-6
& =182+ 267 + %6+ B+ R+ W+ (1070 x B

12 | 2-5 | 5 — — _ — — >1_A
+(u} +% +5w6)><6w7+(1w2+2w5+5w6+6w7> ><7uJ1=0,

1-2 526 | 6227 | T=1

=2’ %% %at %+ Al (36)

Resolviendo el sistema lineal de seis ecuaciones
para las aceleraciones angulares, se tiene que la solu-
cion del analisis de aceleracion esta dado por:

2 2
4d(3 oWy 7wy F gwr + 3w )

09~ c ’
2 2 . 2 2
4ad(36w7 W, +37w1)—cb4w1+ 4bd (36w7 W) Fewh 43w, )
QL= )
273 Cb
4ad (3 oWy Wy 6 wo +3 7w12)
30 = >
cb
cw, +2¢c,w — 2d(3 Wy Wy Wy 37w12)
205 = c ’
20 4, + 3¢ 4, — 6d(3 4w, 0y +w7 +3,07)  (37)
50 = :

(¢

El analisis de aceleracion no arroja ninguna condi-
cion que permita esclarecer la movilidad del mecanis-
mo propuesto por Muller [2]. La conclusién hasta este
punto es que la movilidad de segundo orden del meca-
nismo es igual a 3. No obstante, es importante recono-
cer que los coeficientes de las aceleraciones angulares
relativas que aparecen en la soluciéon del analisis de
aceleracion son iguales a los coeficientes de las veloci-
dades angulares relativas que aparecen en el analisis
de velocidad. Este hecho no deberia sorprender pues la
matriz jacobiana, que aparece en la solucién del siste-
ma homogeneo asociado al analisis de aceleracion, es
la misma matriz jacobiana que aparece en el analisis de
velocidad. Por otro lado, las soluciones del analisis de
aceleracion incluyen el término (3 Wy Wy +ews + 37w12)
que involucra exclusivamente velocidades angulares.

Analisis de jerk. El analisis de tercer orden, o anali-
sis de jerk, se lleva a cabo bajo la misma metodologia.
Sin embargo, en este caso una de las seis ecuaciones
que deben resolverse para el analisis de jerk depende
exclusivamente de las velocidades angulares. De ma-
nera mas especifica, la componente X del jerk puntual
'jl esta ofrecida por:

“En el caso de un mecanismo plano general, todos los productos vectoriales entre las velocidades y aceleraciones angulares son iguales a 0, pues la direccion de todos estos vectores es

paralela y perpendicular al plano de movimiento de los eslabones.
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12ad4w1(3 oWy Wy o Wy + 37w12)

(),
Puesto que cualquiera de las condiciones a = 0
o d = 0 conducen a un mecanismo cuya topologia
difiere de la propuesta originalmente por Mtuller [2],
entonces, la movilidad del mecanismo depende de la
satisfaccion de una de las siguientes condiciones:
1) 3wy sy +gw;” +3,w0° =0,

=0. (38)
C

2) qw, =0-

Cada uno de esos casos se andliza a profundidad
en las siguientes secciones.

Caso 1) 3,0, .0, + ;w;” + 3,w,>= 0. Al tratar de resol-
ver ,w, U ,o,, en términos de la restante variable, pue-
de verificarse que se obtienen inicamente soluciones
complejas. Por tanto, la Ginica posibilidad real es que
«w;= ,0,= 0. En este caso, sustituyendo estas con-
diciones en los resultados del analisis de velocidad
obtenido en la ecuacioén (32), se tiene que:

Ww, =0,

oWz T T4y,

ows =0,

ows =0,

swe = 0. (39)

Como puede observarse de la ecuacion (39), la
soluciéon del analisis de jerk o de tercer orden, para
este caso 1, indica que el segundo lazo es completa-
mente inactivo, pues los Unicos pares cinematicos
que se mueven son los que conectan los eslabones 2
y 3y 4y l. Ademas, el comportamiento en las acele-
raciones y jerks sigue el mismo patron. Mas aun, las
soluciones de los analisis de velocidad, aceleracion
y jerk pueden escribirse en términos de una sola
variable ,o,. Luego, la movilidad de tercer orden es
igual a 1. La hipoétesis es que la movilidad finita del
mecanismo en esta rama o modo del mecanismo -vea
[3, 4]- es igual a 1. La simulacion del mecanismo
en un programa de modelado sélido comprueba esta
hipotesis. Esta movilidad finita es bastante simple
de explicar: Gnicamente los eslabones 3 y 4 rotan
alrededor de las revolutas By D cuyos ejes son, en
esta posicion, coaxiales. La figura 7 muestra el me-
canismo en una configuracion perteneciente a este
modo de movimiento.

DIREGEIGN DE APOYO ALAINVESTIGAGION Y AL POSGRADD

Figura 7. Cadena cinemética en el modo de movimiento del caso 1.

Caso 2) ,o, = 0. En este caso, al sustituir la con-
dicion ,w, = 0, se tiene que es posible resolver los
analisis de velocidad, aceleraciéon y jerk en términos
de dos velocidades angulares. De manera particular,
la solucion del analisis de velocidad es dada por:

w, =0,
2wy =0,
swy =0,

2Ws = gwy + 2w,

sWe = —24w; — 3w, (40)

En este caso, ninguno de los lazos permanece
inactivo® y la movilidad de tercer orden es igual a 2. La
hipoétesis es que la movilidad finita del mecanismo en
esta rama o modo del mecanismo -vea [3, 4]- es igual
a 2. La simulacion del mecanismo en un programa de
modelado sélido comprueba esta hipétesis. Esta es la
movilidad determinada por el criterio de Grubler [5] o
de Paul [6].

Figura 8. Cadena cinematica en el modo de movimiento del caso 2.

® A primera vista, esta afirmacion parece aventurada, sin embargo, si se determinan las aceleraciones angulares de las revolutas, se encontrara que ninguna de (a,, 50, 504 Y 40, SON

iguales a cero.
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Movilidad finita del mecanismo. El Ginico problema
por resolver es el de la movilidad finita del mecanismo.
De los resultados obtenidos a partir de los dos casos
de la seccion Analisis de jerk, se sabe que el meca-
nismo propuesto por Miuller es un mecanismo cine-
matotrépico [4], pues su movilidad o el nimero de gra-
dos de libertad de su movimiento varia dependiendo
del modo, ramal o configuracién donde se realiza el
analisis. Mas aun, la posicién mostrada en la figura
S es una posicion singular del mecanismo, pues en
esa posicién la movilidad de primer orden es 3, mien-
tras que, en cualesquiera de las posibles posiciones
del mecanismo asociadas a la figura 7, la movilidad de
primer orden es 1. De manera similar, en cualesquiera
de las posibles posiciones del mecanismo asociadas
a la figura 8, la movilidad de primer orden es 2. Es
evidente que la realizacion de los analisis de orden
superior no tiene un indicador que determine cuando
el problema se ha resuelto de manera definitiva. Por lo
tanto, es necesario buscar la solucién de una manera
diferente. En esta contribucion se presentara una so-
lucion basada en los conceptos de espacio tangente y
cono tangente [7]. El espacio tangente en un punto de
una variedad diferencial -el grupo Euclidiano es una
variedad diferencial- es el conjunto de todas las veloci-
dades asociadas a trayectorias factibles que pasan por
ese punto. Este espacio tangente es un subespacio del
algebra de Lie se(3) del grupo Euclidiano SE(3)° y, en
general, es suficiente para determinar la movilidad fi-
nita de un mecanismo. Sin embargo, para una posi-
cion singular, como la mostrada en la figura 5, a partir
de la cual se analiza el mecanismo propuesto por Mu-
ller, el espacio tangente correspondiente no esta bien
definido. Es mas, los resultados obtenidos mediante
el analisis de tercer orden (jerk) muestran que el es-
pacio no esta cerrado respecto a la adicién, pues una
trayectoria factible estd dada por un valor arbitrario
de ,o, y otra trayectoria factible esta dada por valores
arbitrarios de (0, y ,®,;. No obstante, la condicion (38)
muestra que no hay trayectoria factible que permita
valores arbitrarios de las tres variables libres ,0,, (®,
y ,0,, simultaneamente. Por lo tanto, este espacio no
esta cerrado respecto a la suma de sus elementos. En
esta situacién es posible recurrir al concepto de cono
tangente. En términos de algebra lineal, un cono es
un subconjunto de un espacio vectorial que esta Uni-
camente cerrado respecto a la multiplicacién por es-
calar, pero que no satisface la clausura o cerradura
respecto a la suma. En particular, el cono tangente
al espacio de las posibles configuraciones del meca-
nismo mostrado en la figura 5, y correspondiente a la
posicion mostrada en esa misma figura -denotada P -,
esta dado por:

8 Por lo tanto, esta cerrado respecto a la suma y multiplicacion por escalar.
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C,=ViuVvg, (41)
donde V, y V;? son los subespacios vectoriales dados
por las posibles velocidades articulares del mecanis-
mo en cada modo de movimiento, por tanto:

V,={0-,0,,2,0,0,00) | ,w €R},

Vi= {(0,0, 0,0, qw,+2,w;, =2,w, =3,w,, W, 7w1) | qws sw € ]R}.
Puede verse que V, es un espacio vectorial de di-

mensién uno, mientras que V7 es un espacio vectorial

de dimension dos. El cono tangente contiene ambos
espacios vectoriales tal como se muestra en la figura 9.

_ il 2
Cpf Vpu VP

T

Figura 9. El cono tangente C, y los subespacios vectoriales que lo conforman.

Una vez establecidas estas bases, la determinacion
de la movilidad finita es muy simple:

Caso 1. Para este caso, note que los Unicos pares
cinematicos activos son los pares de revoluta que co-
nectan los eslabones 2 y 3, por un lado, y los eslabo-
nes 4y 1, por el otro. Mas aun, durante el movimiento
del mecanismo en esta configuracion, los pares de re-
voluta permanecen coaxiales, de manera que la cade-
na cinematica propuesta por Miiller se reduce a un
mecanismo de 2 eslabones: el “eslabon" formado por
los eslabones 3, 4 -dado que el par cinematico que
conecta los eslabones 3 y 4 permanece inactivo- y el
"eslabon" formado por los eslabones restantes -por su
falta de movilidad relativa pueden considerarse como
un Unico eslabon. Es entonces evidente que la cadena
cinematica propuesta por Mtller se convierte en una
cadena serial con un grado de libertad.
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Caso 2. Para este caso considere el mecanismo
propuesto por Miiller como una plataforma completa-
mente paralela, donde la plataforma fija es el eslabon
1 y la plataforma movil es el eslabon 2. Luego enton-
ces, existen tres cadenas seriales conectoras -o patas-
dadas respectivamente por:

* Pata 1, eslabones 1 - 2 y par cinematico conector.

* Pata 2, eslabones 1 -7 - 6 - 5 - 2 y pares cinema-
ticos conectores.

* Pata 3, eslabones 1 - 4 - 3 - 2 y pares cinematicos
conectores.

Cada una de las patas es el generador de una su-
balgebra del algebra de Lie se(3). La pata 1 genera la
subalgebra de rotaciones alrededor de un eje fijo pa-
ralelo al eje Zy que pasa por la revoluta que conecta
ambos eslabones (vea la figura 6); ambas patas 2 y 3
generan la subalgebra de movimientos planos donde
el plano es perpendicular al eje Z. Por lo tanto, la pla-
taforma es una plataforma excepcional y su movilidad
viene dada por [8]:

F=ani—zk dim(A,)+dim(A,) = 8~ (1+ 3 +3)+1= 2. (42)

J=1

donde n = 8 es el numero de pares cinematicos, f; es el
numero de grados de libertad del movimiento permiti-
do por el par cinematico, k = 3 es el numero de patas,
dim(A)) es la dimension de la subalgebra generada por
la pata j y dim(A,) es la dimensién del algebra abso-
luta es decir, el algebra obtenida mediante la intersec-
cion de las algebras generadas por las patas.

CONCLUSIONES

Esta contribucion presenté el desarrollo de las ecuacio-
nes necesarias para llevar a cabo los analisis de orden

DIREGEIGN DE APOYO ALAINVESTIGAGION Y AL POSGRADD

superior de mecanismos espaciales. Ademas, se aplica-
ron esas ecuaciones en el analisis de velocidad y acele-
racion de un mecanismo de retorno rapido de un cepi-
llo mecanico, y en la determinacion de la movilidad de
un mecanismo plano a partir de una posicién singular.
En este ultimo caso, los resultados fueron iguales a los
obtenidos empleando la teoria de tornillos infinitesima-
les. Las subrutinas escritas en un programa de algebra
simbélica estan disponibles para los interesados.
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