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Soluciones limite de la ecuacion FKPP y una
analogia cuantica
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RESUMEN

Primero, se presentan soluciones exactas para la ecuacion FKPP para valores particulares
de los parametros de difusion y reacciéon. En segundo lugar, se propone una funcion de
prueba que simule las caracteristicas de la solucion general de esta ecuacion. Finalmente,
se muestra que la obtencion de una ecuaciéon de Hamilton-Jacobi para el limite e—0 de la
transformacion hiperbélica usual, x—)% yt— t/g, esta relacionado con el limite semicla-
sico de la mecanica cuantica.

ABSTRACT

First, exact solutions to the FKPP equation are found for particular values of the diffu-

sion and reaction parameters. Secondly, a test function is proposed that simulates the

characteristics of the general solution of the equation. Finally, it is shown that obtaining a
Recibido: 25 de mayo de 2010 Hamilton-Jacobi equation in the limit e—0 of the usual hyperbolic transformation, x— % i
Aceptado: 23 de mayo de 2011 and t— > is related to the semiclassical limit of quantum mechanics.

INTRODUCCION

La ecuacion de Fisher-Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (FKPP) para un campo escalar p(x,t)

(1)

op 62p
—=D +Up(1-p)
ot ox’ PP

donde D es el coeficiente de difusién y U es el parametro de la razén de crecimiento de densidad (Kolmo-
gorov, 1937; Fisher, 1937; Kelbert, 1994), es utilizada para simular la apariciéon de ondas viajeras en siste-
mas de reaccion-difusion, en problemas quimicos y biologicos (Aronson, 1975; Britton, 1986; Kelbert, 1994,
Dumortier, 2007), e incluso en problemas de fisica de altas energias (Soyes, 2005). El término importante
en todos estos casos es la aparicion de la componente p(1-p) de la ecuacion logistica, o ecuacién de Verhulst,
dp/dt =p(1-p), la ecuacion tipica de crecimiento poblacional. De hecho, en el trabajo original de Fisher se pro-
pone la simulacion de la propagacion de genes en una poblacién (Fisher, 1930).

Dado que la ecuacion FKPP es una ecuacion diferencial parcial no lineal, es muy dificil encontrar una solucién
general exacta. Asi, un procedimiento regular encontrado en la literatura para obtener una idea del comportamiento
de las soluciones en términos de ondas viajeras consiste en llevar a cabo una
Palabras clave: transformacion hiperboélica de las variables del problema, de la manera que se
Ecuacion EKPP: ecuacién de difusion: ecua- describe a continuacién (Fedotov, 2000; Cuesta, 2007; Branco, 2007).
cion logistica; no-linealidad. Y

Primero se realiza una transformacion hiperbélica de las variables
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Entonces,
ap° pt 1o
ot =eb ox’ " sUp (1-p7).

En el limite e—0 la razén de reaccién es muy rapi-
da y la difusién es muy lenta. Finalmente, al realizar
la sustitucion

Glx,t) J

€

Pg(x,t)—exp(— 2)
la ecuacion FKPP obtiene, en el limite e—0, la forma
de una ecuaciéon de Hamilton-Jacobi

£+H(6_Gj=o, 3)
ot

en donde el Hamiltoniano esta dado por
H(p)=Dp’+U. )

Debido a la aparicién de la ecuaciéon de Hamilton-
Jacobi, a la transformacién hiperbélica descrita aqui
también se le llama Transformacion Hamiltoniana.

La ecuacion (3) para el Hamiltoniano (4) es facil de
integrar, encontrandose que

2
- X _ 5
=2p7 Ut ()
El frente de onda de la reacciéon se encuentra median-
te la condicion x(t)=vt, por lo que la velocidad de reac-

cién queda dada como v=4/4DU .

G(x,t)

Otra manera de realizar la aparicion de ondas via-
jeras en esta ecuacion es substituyendo las variables
xy tpor la variable viajera & = x-vt, de manera que se
obtiene la ecuacion no lineal

D d’p vy (1-p)=0 (6)
de’ g PUTPIED
la cual tiene solucién analitica inmediata cuando se
desprecia el término cuadratico en p.

Nuestro objetivo en este articulo sera el encontrar
soluciones exactas para la ecuacién FKPP bajo condi-
ciones muy particulares de los parametros Dy U (el
caso D = 0, el caso U = 0), para poder analizar la ten-
dencia que debiera tener la soluciéon general del pro-
blema, con la intenciéon de obtener una funciéon que
represente una buena aproximacion a ésta (la tenden-
cia general) Por otro lado, regresaremos a la aproxima-
cion Hamiltoniana descrita arriba para introducir una
analogia mecanico cuantica del problema, por medio
de la cual mostraremos que esta transformacion con-
duce naturalmente a la ecuacion de Hamilton-Jacobi.
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SOLUCIONES EXACTAS PARA VALORES
PARTICULARES DE LOS PARAMETROS

Debido a la falta de una solucién general para la
ecuacion FKPP, nuestro interés es encontrar solucio-
nes para valores particulares de los parametros Dy
U, que pueden servir para apreciar la aplicabilidad de
la ecuacion FKPP a sistemas naturales, lo que sera
mas facil de visualizar de manera grafica. Comen-
cemos entonces por mostrar las soluciones exactas
para dos casos particulares de los parametros, a de-
cir, para D=0y U= 0.

Elcaso D=0

En el caso de que el coeficiente de difusiéon se desva-
nezca, la ecuacion (1) se transforma en la ecuacion de
Verhulst, o ecuacion logistica

op _

2t - Up=p) (7)
para el campo escalar p(t), en donde Urepresenta aho-
ra la tasa de crecimiento poblacional. Esta ecuacion
tiene solucién exacta, dada por

1

P oo (t)=—1 ’ (8)
1+ [ —lje_Ut
Po

en donde p, es el valor inicial de p(t). La forma de esta
solucion depende del valor inicial, como se muestra de
manera general en la figura 1, donde se puede apre-
ciar que todas las soluciones tienden asintéticamente
al valor constante p=1.

fe
2

Figura 1. Solucion general de la ecuacion de Verhulst (7), para dos valores ini-
ciales de p, por arriba y por debajo del valor asintético p=1, 0,=0.133
y p,=1.867.
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Elcaso U=0

En el caso en que el parametro de crecimiento U
se desvanezca, la ecuaciéon (1) se transforma en la
ecuacion de difusion

op . p

or D o ©)

la cual puede ser resuelta exactamente, pues permite

separacion de variables en p(x,t)=T(t)R(x), quedando

dos ecuaciones para T(t) y para R(x)
dT d’R

4 _ b, =R,
dt Y a’

en donde A es la constante de separacion, obteniéndo-

se la solucion
Pu=o :poe_wt cos (x\/X_)

El perfil de esta solucion esta representado en
la figura 2: a lo largo del eje de coordenadas la so-
lucién tiene forma armonica, dando origen a osci-
laciones espaciales que se van desvaneciendo con-
forme t aumenta.

(10)

(11)

1

0.5
1 5 6 7 8 t

=)o)

-1
(b)

Figura 2. (a): solucion general (11) de la ecuacion de difusion (9) para 0,=0.133
y A=0.73; ondas arménicas a lo largo del eje de coordenadas, amor-
tiguadas por la exponencial temporal decreciente. (b): la proyeccion
temporal para x=0.
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La tendencia general

Aunque las ecuaciones (7) y (9) son conocidas, su va-
loracion para la solucién general de la ecuacion FKPP
no es muy citada, siendo que la solucién general de-
beria incluir las formas particulares. Es probable que
el motivo de esto sea debido a la alta no linealidad de
la ecuacion de FKPP al incluir el término logistico, ya
que, como sabemos, la ecuaciéon logistica puede in-
cluso ser utilizada para introducir caos en un sistema
mecanico (Bailey, 2007).

Por otro lado, podemos ver que el comporta-
miento de las soluciones en los dos casos particula-
res es bastante similar, al menos en su componente
temporal, como puede verse en las figuras 1 y 2.
Entonces, podemos suponer que la solucién general
debera tener las siguientes caracteristicas, que se
deducen de los comportamientos particulares:

i) La solucién tiene un comportamiento expo-
nencial decreciente en el tiempo.

ii) La forma armoénica espacial desvanece con-
forme el coeficiente de difusion D se anula, lo
que podria indicar que la frecuencia del tér-
mino armoénico tenga la dependencia A=1(D)
en la ecuacién (11), ocasionando que solo
prevalezca el perfil logistico en ese limite.

iii) El valor asintético de la solucién general cam-
bia de p, =0 para U=0, a p, =1 para D=0, oca-
sionando que las curvas del campo escalar
p(x,t) se desplacen sobre su eje de valores.

Basados en estas caracteristicas, podemos bus-
car al menos una funcién que pueda servir como
funcién de prueba para los casos practicos. El tipo
de tendencias descritas las tiene la funcién

—(U+AD)t

» (Py—De (12)
+

pex t>={U ~
60 - (50_ l)e

- }cos (Dx)

la cual no corresponde a una solucion de la ecua-
cion FKPP, pero si incluye los dos casos limite, per-
mitiendo tener una idea de la forma que debe te-
ner aquella, como se puede apreciar en la figura 3,
en donde por claridad solo se grafica la proyeccion
temporal p(t) de plx,t), que coincide con las solu-
ciones encontradas en los limites U=0 y D=0, como
puede verse en las figuras 1 y 2. Esta forma podria
ser utilizada como funciéon prueba para aplicacio-
nes de la ecuacion FKPP en problemas especificos.
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Figura 3. Grafica de la proyeccion temporal de la funcion p(x,t) (12): las curvas
con linea continua corresponden a U=0.9, D=0, las de linea a rayas a
U=0.3, D=0.6, y las de linea punteada a U=0, D=0.9. Las primerasy las
Ultimas simulan las soluciones particulares (8) y (11), correspondientes
alas figuras 1y 2. En todos los casos se toman dos valores de f, para
simular los limites de las oscilaciones espaciales.

UN ANALOGO MECANICO CUANTICO

Para culminar este trabajo, mostraremos aqui que la
eleccion de la aproximacion de la ecuacién FKPP por
medio de la transformaciéon hiperbédlica en este modelo
es el analogo cuantico de la aproximacion semiclasica
WKB, la cual convierte la ecuacion de Schrodinger en
la ecuacion de Hamilton —Jacobi (Sakurai, 1994).

Consideremos la transformacjéon hiperbélica
imaginaria dada por x— xig yt—> tis la cual corres-
ponde a un giro en el plano complejo espacio-tem-
poral por 270°. Entonces, la ecuacion FKPP (1) se
transforma en la ecuacion

3 2 &
i€ 8L:ﬂc,zDipTJr Up°(1—p°)

ot ox
la cual corresponde a una ecuacion de Schrédinger no
lineal donde ¢ es la constante de Planck, el coeficiente
de difusiéon D corresponde al inverso de la masa de
la particula cuantica, y el parametro de crecimiento
U representa la contribucién potencial no lineal de la
ecuacion. De esta manera, la aproximacion hiperbéli-
ca desarrollada arriba, seguida por el limite semiclasi-
co £¢—0, conduce a la ecuacion de Hamilton-Jacobi de
manera natural. Es importante sefalar aqui la seme-
janza que se obtiene entre este analogo y la ecuacién
de Gross-Pitaevskii (Gross, 1961; Pitaevskii, 1961),
que permite soluciones solitonicas, ademas de la de

particula libre.

(13)

Finalmente, podemos ver que el despreciar térmi-
nos cuadraticos en la ecuacién (13), o equivalente-
mente en la ecuacion (6), conduce a la ecuacion de
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una particula cuantica en un potencial constante,
es decir, la solucién obtenida es la de una particula
cuantica libre.

CONCLUSION

En este articulo analizamos las soluciones exactas a
la ecuaciéon FKPP bajo condiciones particulares de los
parametros de la misma. La forma de estas soluciones
nos ha permitido predecir el comportamiento de la so-
lucién general, aunque no hemos podido determinar
ésta de manera exacta. Sin embargo, la funcién p(x,t)
propuesta en este trabajo puede ser empleada para
probar los aspectos practicos del modelo. Por otro
lado, aqui hemos mostrado que la contraparte ima-
ginaria de la transformacién hiperbélica sugerida en
la literatura conduce a la aproximacién semiclasica
de una ecuacion de Schrédinger no-lineal, lo que nos
permite mostrar que la apariciéon de la ecuacion de
Hamilton-Jacobi obtenida mediante la transformacion
hiperbdlica tipica es una consecuencia natural de esta
aproximacion mecanica.
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