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RESUMEN

Después de una breve descripcion del Modelo Estandar de la Cosmologia, se presentan las
ecuaciones cosmolégicas y la manera de resolverlas utilizando las herramientas matemati-
cas de los sistemas dinamicos. Se muestra que las propiedades principales de la evolucion
del Universo pueden ser descritas en términos de puntos criticos y lineas heteroclineas
sobre el espacio fase de variables cosmoldgicas elegidas apropiadamente.

ABSTRACT

After a brief description of the Standard Model of Cosmology, we present the cosmological
equations and how they can be solved using the mathematical tools of dynamical systems.
It is then shown that the main properties of the evolution of the Universe can be given in
terms of critical points and heteroclinic lines on the phase space of appropriate cosmolo-
gical variables.

INTRODUCCION

Es ya tradicion en la literatura especializada el tomar el afio de 1998 como un parteaguas en la Cosmologia mo-
derna. Fue en este ano que se dieron a conocer los resultados de las observaciones de un considerable nimero
de supernovas tipo la, por dos colaboraciones cientificas distintas (SCP, 2009; High-z, 2009), que sorpresiva-
mente indicaron que el Universo se expande aceleradamente.

Las observaciones sobre supernovas tipo la cerraron un primer capitulo importante de la Cosmologia en el
que la pregunta central es: ¢:De qué esta hecho el Universo? Podemos decir que los esfuerzos de la humanidad
para contestar esta interrogante han estado presentes a lo largo de toda su historia. Sin embargo, una sorpresa
fue develandose poco a poco a lo largo del siglo XX y para 1998 se habia convertido en una certeza: la mayor
parte del contenido material de nuestro Universo observable (96% del total) esta hecho de materia atin descono-
cida para la ciencia. Este es el acertijo central de lo que se venia llamando de manera genérica como el problema
de la Materia Oscura (Dark Matter, segiin su denominacion en inglés), ver la figura 1y 2.
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Figura 1. El llamado “Pay Césmico”, que representa de manera grafica las porciones materiales atribuidas a

nuestro Universo por la Cosmologia moderna. Segun estimaciones, el 96% esta formado por la Materia
Oscura Fria y la Energia Oscura, materias de naturaleza desconocida.
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Figura 2. Al mirar las im&genes tan impresionantes (Cimulo de Abell, izquierda) obtenidas por el Telescopio Espacial Hubble (derecha), no se puede evitar que venga
a nuestra mente de nuevo la pregunta milenaria: ¢,de qué esté hecho el Universo? Fotos tomadas del HubbleSite (HubbleSite, 2009).

A partir del descubrimiento de la expansiéon ace-
lerada del Universo, se cay6 en la cuenta de que la
Materia Oscura debia estar compuesta de al menos
dos tipos generales de nueva materia: la Materia Os-
cura Fria (Cold Dark Matter, CDM, por su nombre en
inglés), que formaria las galaxias y en general la es-
tructura cosmolégica que hoy observamos, y la Ener-
gia Oscura (Dark Energy, DE, por su nombre en in-
glés) que seria la responsable directa de la expansién
acelerada del Universo (Peebles, 1993; Padmanabhan,
1994; SCP, 2009; Perlmutter, 2003; LAMBDA, 2009).

Para entender como es que se ha llegado hasta
tales conclusiones en la Cosmologia moderna, tene-
mos que recordar que toda observacion necesita de
un modelo tedrico que le dé sustento (Ruiz & Ayala,
1999). En nuestro caso, debemos recurrir al llamado
Modelo Estandar Cosmolégico, el cual parte de ciertos
principios y premisas para explicar las observaciones
cosmologicas (Peebles, 1993; Padmanabhan, 1994;
Liddle A. R., 2000).

Lo primero que debemos considerar es que la fuer-
za dominante en el Universo es la gravitatoria; se-
gundo, que la gravedad es descrita por la Teoria de
la Relatividad General enunciada por Albert Einstein
en 1915 (Misner, Thorne, & Wheeler, 1973; Weinberg,
1972). En tercer lugar, la materia es representada por
un fluido perfecto, cuyas propiedades fisicas quedan
enteramente representadas por su densidad de ener-
gia y su presion; también debemos especificar la ecua-
cion de estado, que no es otra cosa mas que la relacion
funcional entre la presion y la densidad de energia.
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El siguiente paso consiste en establecer una hipé-
tesis de trabajo acerca de las propiedades del espa-
ciotiempo. Una hipétesis muy sencilla es enunciar,
como lo hizo el mismo Einstein en su primer modelo
cosmologico, que el espaciotiempo que describe la di-
namica del Universo debe aparecer homogéneo (hecho
de lo mismo en todas partes) e isotrépico (el mismo en
todas direcciones) a todo observador del mismo. Este
enunciado es conocido en la literatura especializada
como el Principio Cosmoldgico (PC), también a veces
llamado de Einstein, por ser el primero que lo propuso
(Peebles, 1993).

El PC puede ser expresado matematicamente al es-
cribir el elemento de linea del espaciotiempo del Uni-
verso en la forma

Ecuacion 1
ds? = -dt* + a?(t)[dx® + dy? + dz?].

Puede notarse que los ultimos términos de la ecua-
cion de arriba nos recuerdan al elemento de linea de la
geometria Euclideana; de manera general, la ecuacion
también nos recuerda al elemento de linea del espa-
ciotiempo de Minkowski excepto por la presencia del
factor de escala a(t), el cual depende sé6lo del tiempo
(tal y como debe ser para cualquier funcion cosmologi-
ca de acuerdo al PC). Debido a las similitudes descri-
tas arriba, es que se conoce a la ecuaciéon Ecuacion 1
como el elemento de linea de un universo plano.

La ecuacion Ecuacién 1 no es la forma mas general
compatible con el PC, ya que existen otras dos varian-
tes conocidas como el universo cerrado y el universo
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abierto. Sin embargo, las observa-
ciones cosmolégicas indican que
nuestro universo es plano en muy
buena aproximacion (LAMBDA,
2009), por lo que lo consideraremos
asi por el resto de este articulo.

La evolucién dinamica del espa-
ciotiempo esta determinada por las
ecuaciones de Einstein de la Teoria
de la Relatividad General, las cua-
les para nuestro caso particular
son la ecuacion (de constriccion)
de Friedmann:

Ecuacion 2
.N\2
al”  8nG )
a 3 i ! >

donde el punto en las variables de-
nota derivada con respecto del tiem-
po; y la ecuacion de aceleracion:

Ecuacion 3
a 81G
—|= Z(pi +3p.).
a 3 5

Las cantidades p, son las den-
sidades de energia (jno confundir
con densidades de masal) de cada
fluido material presente en el Uni-
verso, mientras que p, representan
las presiones de esos mismos flui-
dos. Las ecuaciones de la Cosmo-
logia parecen sencillas, pero sus
soluciones no son triviales y pue-
den dar lugar a comportamientos
muy diversos para la expansion
del Universo dependiendo de su
contenido material.

Por otro lado, se requieren ecua-
ciones extras para determinar el
comportamiento de las densidades
de energia y las presiones de cada
uno de los fluidos perfectos. Debe-
mos entonces agregar para cada
fluido la conservacion de su tensor
de energia-momento que en nues-
tro caso resulta en la ecuacion

Ecuacion 4

a
pl a(pz+pz)
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Ademas, agregaremos la suposicion de que la ecuacion de estado es
de la forma llamada barotréopica, y entonces p, = w, p, donde w, es una
constante determinada a través de la informacién fisica que tengamos a
la mano del fluido en cuestion. Los casos mas socorridos en la Cosmolo-
gia son el de materia relativista (w = 1/3), materia no-relativista (w = 0),
y la constante cosmolégica (w = -1).

Una vez determinados los valores de la ecuacién de estado para cada
fluido, las ecuaciones forman un conjunto completo que nos permite
encontrar las soluciones de las distintas variables y su evolucion en el
tiempo. En la Tabla 1 presentamos un resumen de las distintas etapas
del Universo, segiin se desprende de las ecuaciones y observaciones cos-
mologicas, poniendo en cada una de ellas las escalas de tiempo, tempe-
ratura y energia que les corresponden.

Tabla 1.
Distintas etapas en la evolucion del Universo, de acuerdo al Modelo Estandar de la Cosmologia (datos
tomados de (Liddle & Lyth, 2000)).

Tiempo Escala de energia Evento
10-*2 s 10'® GeV Comienzo de inflaciéon
0oy 10138 GeV Final de Inflacion
10718 g 102 GeV Comienzo del Big Bang
102 s 10 MeV Bar_lone_s‘y fotones en equll{b.rlo
(dominacién de materia relativista)
1s 1 MeV Desacople de los neutrinos
100 s 0,1 MeV Nucleosintesis
10% afios 1 ev Igualdad de mater'la—radlacu?n' (dominaciéon
de materia no-relativista)
10° anos 0,1 eV Formacion de los primeros atomos
10° afios 109 eV Formacion de galaf(las (dominacion de la
energia oscura)
13.7 x 10° anos 10* eV Tiempo presente

Independientemente de los valores numéricos del tiempo y la energia
del Universo, basicamente podemos decir que hay tres etapas principa-
les. La primera es la etapa de la dominacién de la materia relativista, ya
que la temperatura del Universo es tan alta que sus componentes mate-
riales se mueven a velocidades relativistas.

Esto va a cambiar eventualmente ya que el Universo se enfria al ex-
pandirse, hasta que comienza la segunda etapa que corresponde a la do-
minacién de la materia no-relativista, cuya componente principal es lo que
conocemos como Materia Oscura Fria. Esta etapa es importante ya que
en ella se dan los procesos que dan lugar a la formacion (principalmente)
de galaxias, lo cual sucede hasta que el Universo tiene una edad de unos
cuantos miles de millones de afos.

Por ultimo, comienza la dominacion de la energia oscura con lo cual
practicamente termina la formacién de nuevas estructuras cosmologi-
cas y comienza la etapa de expansion acelerada, la cual contintia en la
época presente.

Lo arriba descrito sobre la evolucién del Universo es resultado del
analisis minucioso que diversos investigadores han realizado en los ul-
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timos 90 anos, y se tiene la conviccion (basada en la
confrontaciéon de la teoria con las observaciones cos-
molégicas) de que el Universo debi6é pasar por esas
etapas. Es por eso que a este cuadro general se le co-
noce como el Modelo Estandar Cosmolégico.

En la seccion siguiente hablaremos de céomo se
pueden escribir las ecuaciones cosmolégicas en la for-
ma de un sistema dinamico y la informacién general
que podemos obtener sobre las etapas de evolucién
del Universo.

SISTEMAS DINAMICOS COSMOLOGICOS

Lo que viene a continuacion no pretende ser una pre-
sentacion exhaustiva de la teoria formal detras de los
sistemas dinamicos y su aplicacion en Cosmologia
(ver por ejemplo la referencia (Coley, 1999; Copeland,
Sami, & Tsujikawa, 2006)), sino una introduccion bre-
ve de sus principales caracteristicas formales y su in-
terpretacion fisica.

En primer lugar, debemos escribir las ecuaciones
cosmolobgicas en la forma de un sistema de ecuaciones
diferenciales ordinarias de primer orden. Atin cuando
existen en principio muchas formas de hacer eso, nos
limitaremos al procedimiento mas socorrido en la lite-
ratura especializada el cual es como sigue:

Realizamos un cambio en la variable temporal y
reemplazamos el tiempo césmico por la variable N(f):=
log[a(t)]. Siempre y cuando el factor de escala sea una
funcion monoétona del tiempo es que podemos hacer este
reemplazo de manera segura y pensar efectivamente en
la variable N como nuestro nuevo parametro temporal.

En segundo lugar, elegimos nuevas variables fisi-
cas que también simplifiquen la escritura del sistema
dinamico. Una elecciéon afortunada lo son los llama-
dos parametros de densidad:

Ecuacion 5
_: 81Gp;
‘ 3H?

los cuales son cantidades adimensionales y su inter-
pretacion fisica es que representan la proporcién con
respecto del total con la que contribuye cada compo-
nente material del Universo. De hecho, la ecuacion de
Friedmann luce de manera explicita como una cons-

triccion algebraica cuando la escribimos en términos
de los parametros de densidad

>

Ecuacién 6

1:in.
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Que la suma de los parametros de densidad sea
exactamente igual a la unidad no es mas que reflejo
de la suposiciéon en este articulo de que la curvatura
del espaciotiempo del Universo es nula.

Tomando los parametros de densidad como las va-
riables dinamicas, las ecuaciones cosmolégicas pue-
den entonces escribirse como un sistema dinamico.
A continuacion, escribiré el sistema dinamico corres-
pondiente a un Universo con materia relativista ( x, ),
materia no-relativista ( x, ) y una constante cosmolo-
gica ( x, ):

Ecuacion 7

X, =x (1-x -4x),

Ecuacion 8
xX,=x, (4 - x, -4x),

donde las primas ahora significan derivada respecto de
la variable N definida anteriormente. La ecuacion de la
tercera componente no aparece debido a que utilicé la
constricciéon de Friedmann para sustituirla en las ecua-
ciones anteriores; es decir, la materia relativista puede
determinarse a partir de la ecuacion: x, = 1 - x, - x,.

El sistema dinamico resultante tiene dos caracte-
risticas que facilitan el estudio de las soluciones cos-
mologicas. La primera es que el sistema dinamico es
auténomo y entonces los lados derechos de las ecua-
ciones no contienen la presencia explicita de la varia-
ble temporal. La segunda es que es un sistema dina-
mico bidimensional, lo cual facilita su visualizacion en
graficas como la mostrada en la figura 3.

La grafica se conoce como espacio fase y los vec-
tores (normalizados) en ella representan el campo de
velocidades del sistema dinamico. Cada vector en un
punto indica la direccioén de la velocidad de la trayec-
toria que pasa por ese mismo punto; ademas, cada
trayectoria en el espacio fase es Unica (no hay tra-
yectorias que se crucen en punto alguno del espacio
fase) y representa la integracién completa del sistema
dinamico y su evolucion en el tiempo.

Mas aun, en la grafica también puede apreciarse la
existencia de los llamados puntos criticos y las trayec-
torias heteroclineas. Los puntos criticos son aquellos
puntos en donde el campo de velocidades es nulo y
representan las soluciones de las ecuaciones algebrai-
cas obtenidas al hacer x',= 0 =Xx',. Para nuestro sistema
dinamico, los puntos criticos son:

(%, o %,,0) = {(0,0),(1,0),(0,1)}.

1,07



Universidad de Guanajuato

“Universitaria

Espacio fase del modelo LCDM
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Figura 3. Vision gréafica del espacio fase del modelo cosmoldgico discutido en el
texto. Las lineas en negro indican las soluciones numéricas del sistema
dinamico, los circulos rojos indican los puntos criticos y las lineas en
verde, que forman el perimetro de un tridangulo rectangulo, representan
las heteroclineas que unen entre si a los puntos criticos. La linea co-
rrespondiente a nuestro Universo seria similar a la linea en negro que
aparece en el extremo derecho de la gréafica. Figura obtenida con el
programa matematico Maple (MapleSoft).

Cada uno de estos puntos tiene un significado.
El origen (0,0) representa la etapa de dominacion de
materia relativista; el punto (1,0) a su vez represen-
ta la etapa de dominacion de materia no relativista;
y finalmente, el punto (0,1) es la dominacion de la
constante cosmolbgica.

Por su propia definicién, los puntos criticos son tam-
bién soluciones del sistema dinamico y representan en
principio soluciones estacionarias (por lo que también
son a veces llamados puntos fijos) en las que el sistema
debe permanecer si inicialmente fue puesto alli.

No obstante, no es suficientemente interesante
so6lo saber que el campo de velocidades se anula en los
puntos criticos, sino que debemos también conocer
el comportamiento del sistema en sus proximidades.
Esto se logra realizando un analisis lineal de pertur-
baciones alrededor de los puntos criticos.

Suponemos primero que x;, = x, ; + Uy X, = x,, + U,
donde uy v son cantidades pequenas que representa-
ran al sistema en la vecindad de los puntos criticos.
Entonces, una expansion a primer orden del sistema
dinamico nos arroja un nuevo sistema de ecuaciones
diferenciales lineales que puede escribirse de manera
matricial como;

Ecuacion 9
u'| (1-2x, —4x,

v’ —Xx,

—4x, u

4—-8x, —x o U
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La soluciéon de este sistema lineal de ecuaciones
puede escribirse de manera general como

Ecuacion 10

) = C1771€A1N + Czﬁzewv

)
donde las A’s y las 7] s son los valores propios (ei-
genvalores) y sus correspondientes vectores propios
(eigenvectores) de la matriz de perturbaciones al ser
evaluada en cada uno de los puntos criticos; las C’s
representan constantes arbitrarias.

De manera general, llamamos estable al punto
critico cuyos valores propios son todos negativos (las
perturbaciones decaen exponencialmente); punto silla
al punto critico para el cual los valores propios son de
signo contrario (la solucién presenta un modo decre-
ciente y otro decreciente, ambos de manera exponen-
cial); e inestable al punto critico con ambos valores
propios positivos (las perturbaciones crecen exponen-
cialmente). En la Tabla 2 se presenta un resumen de
los puntos criticos del sistema dinamico cosmolégico.

Tabla 2.
Puntos criticos del sistema dinamico cosmoldgico para un Universo plano que con-
tiene Materia Relativista, Materia no-Relativista y una Constante Cosmolégica.

Valores . L
X7 propios Estabilidad Significado
E 1;4 Inestable Dominacion de
Radiacion
1 0 -1;3 silla Dominacién de
Materia
Dominacion
© 1 -3;-4 Estable de Constante
Cosmologica

Como podemos ver, el punto critico correspondien-
te a la dominacién de materia relativista es inestable,
mientras que el correspondiente a la dominacién de
materia no-relativista es un punto silla. Por tltimo, el
punto critico de la dominacién de constante cosmolo-
gica es estable. Este analisis tan sencillo nos permite
recuperar la descripcién mas detallada de la evolucion
del Universo tratada en la secciéon anterior.

Inicialmente, el Universo se encontré en una etapa
de dominacién de materia relativista. Este estadio es
inestable, por lo que inevitablemente el Universo debe
alejarse de él y dirigirse hacia un estado donde do-
mine la materia no-relativista. Por ser éste ultimo un
punto silla, el Universo no puede mas que acercarse a
ese punto pero no estacionarse en él. Al transcurrir el
tiempo debera alejarse y dirigirse al punto de domina-
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cién de la constante cosmolégica. Este es el tinico pun-
to estable del espacio fase, y el Universo se acercara
asintoticamente hacia él sin que haya manera de que
pueda retornar a alguno de los otros puntos criticos.

Para terminar esta seccién, mencionaré a las tra-
yectorias heteroclineas que unen a los puntos criticos
del espacio fase. Las heteroclineas son soluciones del
sistema dinamico que parten de un punto critico silla
o inestable y terminan en otro punto critico que puede
ser también silla o estable. Debido a la unicidad de las
soluciones en el espacio fase, es claro que las hetero-
clineas también son Unicas y deben ser encontradas
bajo condiciones muy particulares. En la figura 3 ve-
mos las tres heteroclineas caracteristicas de nuestro
sistema dinamico cosmologico; son muy sencillas, ya
que forman el perimetro del triangulo rectangulo que
tiene como vértices a los puntos criticos de interés.

Las condiciones especiales para encontrar a cada
una de las heteroclineas son: a) x, = 0 (Universo con
s6lo materia relativista y no-relativista), correspon-
diente a la heteroclinea vertical que parte del origen
de coordenadas; b) x, = O (Universo con sé6lo materia
relativista y una constante cosmolégica), correspon-
diente a la heteroclinea horizontal que parte del ori-
gen de coordenadas; c¢) x, + x, = 1 (Universo con soélo
materia no-relativista y una constante cosmologica),
correspondiente a la heteroclinea que forma la hipote-
nusa del triangulo rectangulo.

Las lineas heteroclineas juegan también el papel
de separatrices del espacio fase, y en nuestro ejemplo
particular las 3 heteroclineas delimitan la region del
espacio fase que tiene un significado fisico valido. Las
trayectorias al interior del triangulo rectangulo satis-
facen la constricciéon de Friedmann para un Universo
plano; las regiones externas a aquel corresponderian
a las otras dos posibles geometrias que mencionamos
anteriormente. De aqui podemos deducir que el Univer-
so, una vez iniciando con una curvatura definida, no
puede por simple evoluciéon cambiarla a alguna otra.

CONCLUSIONES

Como mencionamos anteriormente, es de gran im-
portancia conocer las soluciones de las ecuaciones
cosmologicas para poder interpretar las diferentes
etapas por las que transita el Universo durante su
evolucion. En este respecto, los métodos y herramien-
tas de los sistemas dinamicos han sido ampliamente
usados en la literatura especializada para una gran
variedad de modelos (como ejemplo se ilustran los tra-
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bajos en (Urena-Lopez, 2005; Urena-Lopez & Reyes-
Ibarra, On the dynamics of a quadratic scalar field
potential, 2009; Caldera-Cabral, Maartens, & Urefia-
Lopez, 2009; Copeland, Sami, & Tsujikawa, 2006)). E1
ejemplo presentado aqui es de los mas sencillos (tan
sencillo que incluso tiene solucion analitica completa
(Urenia-Lopez, Unveiling the dynamics of the Universe,
2006)), pero el procedimiento es el mismo incluso para
modelos con propuestas mas complicadas de Materia
Oscura Fria y Energia Oscura.

Al final del dia, hay una sencillez muy atractiva en
el hecho de poder visualizar las propiedades generales
de la evolucion de nuestro Universo a través de pun-
tos y curvas dibujados sobre un diagrama cartesia-
no. Tanto asi que continuamente aparecen mas y mas
trabajos especializados cuyas herramientas matema-
ticas principales son las de sistemas dinamicos. Es de
esperarse que esta rama de las Matematicas contintie
aportando soluciones novedosas con las cuales poda-
mos entender mejor a nuestro Universo.
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